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Vicnonb30BaHWE TEOPMM CIyYaiHBIX (DYHKOMI JId XapaKTEPHUCTHKR INPOC-
TPAHCTBEHHOr0 PACHOJOKEHHA BEIMYMH SJE€MEHTOB MECTOPOXKACHMHE mO-
JIE3HBIX MCKOMAEMBIX

PaboTa HaANpaBlI€HA HA MCIONB30BAHME TEOPMM CIYYaMHBIX (DYHKOMIA U
XapaKTEPUCTUKM IPOCTPAHCTBEHHOTO DPACIONOKEHMS BEJIMUYMH 3JIEMEHTOB
MECTOPOJKJICHMII TIOJIE3HBIX MCKOMAaeMbIX. IIpMBEJEHBI OCHOBHBIE XapaKTe-
PUCTHMKHU CIy4YaiHBIX (DYHKIWMI, KOTOPHIE SBIAIOTCI KAK MaTeMaTMdYecKas Ha-
JEKHOCTb, JMCHEPCHUSI M KOPENIIMOHHAA (DYHKUUA M OOGBACHAECTCI IIOHATHE
CTAIlMOHAPHOCTY ¥ DSPrOAMIMIHOCTA. Bce 3TM XapaKTEPUCTUKM CITYYaMHBIX
dyHKOMA MCCIEAYIOTCI HA MECTHMPOXKACHMM JKene3a, Ha ocCHOBaHMM pas-
BUTHNS, KODEJIANMOHHBIX (DYHKIMI YTBEP)KAAETCA, UTC PACHONIOXKEHME COHep-
JKaHMs JKEJIe3a II0 HANpPAaBIEHWMIO ¥ NAJCHUIO MECTODOKACHUS MOKHO Cuy-

Tarb KakK CTalMMHADHBIE CIy4YalHBIE IIPONECCHl 0€3 SProauiMOHHOrO CBOMI-
cTBa.

Application of the theory of random functions in the characterization of
the spatial distribution of some orebody descriptors

The paper deals with the application of the theory of random functions
for the characterization of the analytical data of an iron orebody. The
basic characteristics of the random functions (expectation, dispersion,
correlation function) are decribed and the concept of stacionarity and
ergodicity explained. The analysis of the correlation functions showed
that the distribution of Fe in the direction of the major axis and dip

of the orebody can be considered to be stationary process lacking
ergodicity.

Jednou z uloh geologického prieskumu zitd ulohu pri prieskume lozisk, v ktorych

lozisk mnerastnych

surovin je objasnenie mozno dosiahnuf maximalny efekt iba pri

ich priestorového rozloZenia parametrov. dobrom sulade geologicko-prieskumnych
Problém priestorového vyuzitia premen- prac s priestorovou zlozitosfou loziska,

livosti parametrov

nadobuda zvlast doéle- véitane jeho kvalitativnych parametrov.
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RozloZenie parametra loziska ako nahodny
proces

Uz davnejsie je zname, ze vysledky po-
zorovania parametrov v susednych prie-
skumnych bodoch loziska odhaluju zako-
nitosti v priestorovom rozlozeni parame-
trov, ale tiez poukazuju na nahodné roz-
diely pozorovanych hodnét. Napr. obsah
chemického prvku (alebo inych para-
metrov) toho istého loziska je na kazdom
mieste iny, zobrazené profily kovnatosti
nikdy nie su totozné, hoci ich ¢iselné cha-
rakteristiky (stredna hodnota, disperzia a
iné) sa Casto lisia nepatrne. Takéto nahod-
né veli¢iny, ktoré sa menia v priebehu
pokusu v zavislosti od nenahodného pa-
rametra, ktorym moze byt cas, dlzka,
priestorova suradnica a pod., sa nazyvaju
ndhodnymi funkciami a zaobera sa nimi
tedria ndhodnych funkecii.

Teda funkciu, ktorej hodnota pri danom
argumente je nahodnou veli¢inou, volame
nahodnou funkciou. Konkrétny tvar, kto-
ry ndhodna funkcia nadobuda v priebehu
pokusu sa nazyva realiziciou nahodnej
funkcie. Nahodnd funkcia sa zobrazuje
nahodnou plochou, ktorej vsetky surad-
nice su ndhodnymi veli¢inami. To zname-
na, ze nahodna funkcia sa nemoze zobra-
zif krivkou. Krivkou sa moéze zobrazif iba
jej konkrétna realizacia. Preto pod kriv-
kou nahodnej funkcie rozumieme nie kon-
krétnu realizaciu, ale cely subor moznych
realizacii ndhodnej funkcie.

Matematicky aparat ndhodnych funkecii
umoznuje urcif niektoré obecné zdkoni-
tosti v spravani ndhodnych funkcii. Na
rozdiel od ¢iselnych charakteristik nahod-
nych wveli¢in, ktoré reprezentuju urcité
¢isla (strednda hodnota, disperzia atd.)
v teérii nahodnych funkcii sa zavadzaju
analytické charakteristiky, ktoré vSak
v obecnom pripade nie su ¢isla, ale funk-
cie ¢asu, dizky alebo priestorovej surad-
nice.

Zéakladnymi charakteristikami néahod-
nych funkcii su:
1. matematickd nadej — je to niektora

stredna, nie ndhodna funkcia, okolo kto-
rej roznym sposobom osciluju konkrétne
realizacie ndhodnej funkcie. Oznacuje sa

x(l) = my(l) =ELX(1)]

kde 1 je dlzka.

Matematickd nadej nahodnej funkcie
pre danu hodnotu argumentu 1 je rovna
matematickej nadeji prislusného rezu na-
hodnej funkcie a uré¢i sa z mnozstva rea-
lizacii pre kazdy rez zvlast, podla zna-
mych vztahov teérie nahodnych velicin.

Pre zjednodusSenie vypoc¢tov charakte-
ristik ndhodnych funkecii sa c¢asto pouziva
tzv. centralizovand nahodna funkcia

X (1) = X(1) = mx ()

a hovori sa o pulzacii funkcie X ().

2. Disperzia — je nenahodna funkcia,
ktorej hodnota pre dany argument 1 je
rovna disperzii prislusného rezu néhodnej
funkcie a oznacuje sa

Dy (1) = DL X(1]

Disperzia ndhodnej funkcie charakteri-
zuje Sirku poloosi rozptylu moznych reali-
zacii nahodnej funkcie vo vzfahu k jej
matematickej nadeji.

3. Korela¢éna funkcia. Mierou vizby
(zavislosti) medzi susednymi rezmi nahod-
nej funkcie, pri dvoch argumentoch 1; a
I, je korela¢ny moment

K (1o, 12) = ETX (1) « X ()7 = E [ (X(4) - ELX(03) . (X(E)-E £x(1)3))

Korela¢nou funkciou sa nazyva funkcia
dvoch argumentov K, (I, 1), ktora pri
danom pare hodnét 1; a 1» sa rovna kore-
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laénému momentu prislusnych rezov na-
hodnej funkcie. Ak 1; = 15, potom K, (1) sa
rovna disperzii ndhodnej funkcie v danom
reze.

Korela¢na funkcia je zakladnym poj-
mom teérie ndhodnych funkcii a charak-
terizuje Sirku poloosi kmitov nahodnej
funkcie a jej dynamiku, t. j. moznu zme-
nu nahodnej funkcie od jednej hodnoty
argumentu k druhej. Veliciny v bodoch
jeden az tri su nevyhnutné pre aplikaciu
teorie nahodnych funkcii v ktoromkolvek
technickom odbore a teda aj pri hodno-
teni vysledkov geologického prieskumu
lozisk nerastnych surovin.

V geologickych aplikaciach sa korelacné
funkcie skumali G. Matheronom (1968),
M. Davidom (1977) a inymi predstavitel-
mi tzv. francuzskej Skoly geostatistiky.
Zakladnym pojmom geostatistiky je vario-
gram — funkcia, ktorda sa definuje vzta-
hom

L-h
- . 2
A= Zfnrem o ox
0

V suvislosti s genetickym vyznamom
variogramu sa uvadza, ze je to krivka,
ktord predstavuje stupen spojitosti mine-
ralizacie. Tvar tejto krivky zavisi od cha-
rakteru premenlivosti zrudnenia, v suvis-
losti s tym sa popisuju Styri zakladné teo-
retické modely variogramov, ktoré prisli-
chaju loziskdm s roéznymi genetickymi
zvlaSnosfami. Medzi variogramom a kore-
la¢nou funkciou pri h {{ L existuje zavis-
lost.

7lh) = 2[Kx(0) - K (h)]

Na zaklade toho moZno plne rozsirif za-
very o genetickom vyzname variogramov
aj na korela¢né funkcie. Korelaéna funk-
cia je teda mierou zavislosti medzi sused-
nymi hodnotami parametra loziska nerast-
nej suroviny v priestore loZiskového

telesa. Tato vizba sa meni v zavislosti
od rychlosti chemickych reakcii, od di-
fuznych a filtraénych =zloziek pohybu
hydrotermalnych roztokov, energetickych
pochodov a dalsich procesov, ktoré viedli
k vzniku loziska. Z uvedenych dévodov sa
na loziskach nerastnych surovin prejavuje
urcity trend, viac alebo menej vyrazna
anizotropia a na viaczlozkovych loziskach
aj rozne nehomogenity, ¢o vedie k réoznym
typom nahodnych procesov. V prispevku
skumame moznost aplikacie stacionarnych
nahodnych procesov na opis priestorového
rozloZzenia hodnét parametrov lozisk ne-
rastnych surovin.

Nahodné procesy, akymi su napr. zrud-
nenie, ¢i obsah nejakej zlozky, prebiehaju
v Case, ¢i v priestore priblizne rovnako
a predstavuju nahodné oscilacie okolo
niektorej strednej hodnoty, pricom zako-
nitosf tychto oscilacii a ich amplituda sa
s dlzkou (suradnicou) nemenia. Takéto
procesy sa nazyvaju rovnorodymi alebo
stacionarnymi. Ak je argumentom néhod-
nej funkcie vzdialenost (ako je to v geo-
logickom prieskume pri odbere vzoriek),
priCom smer pozorovania nehra ziadnu
ulohu, nazyvame taktto postupnosf hod-
nét izotropiou. V tomto pripade namiesto
terminu stacionarnosti procesu sa pouziva
tiez termin rovnorodosti a izotropnosti
pola, ¢o sa prejavi v rovnorodosti pola
disperzii.

Aby ndhodny proces bol stacionarny,
musi spliat tieto podmienky:

1. matematickd nadej  grx(1)7 = konst

2. disperzia Ox(1) = kon§t.

3. korela¢na funkcia Ke(ly,l) =k (L-L) =k (a1)
musi byt fukciou jediného argumentu,
ktorym je dlzka useku medzi susednymi

rezmi (Al = l,-lq) a nezavisi od polohy

tohto intervalu na osi L.

Z uvedenych podmienok je tretia pod-
mienka jedind a postacujuca, ktoru musi
splinaf staciondrna nahodna funkcia. Pre
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porovnanie dvoch alebo viacerych stacio-
narnych nahodnych funkcii sa pouziva tzv.
normovana korela¢na funkcia

_kxlal)
e(Al)-—-D

kde D, = k, (0) je konStantnd disperzia.

Pre objasnenie vy¥znamu Kkorela¢nej
funkcie predstavme si urcity zobrazeny
profil X (1) a na nom dva body A a B,
pri¢om vzdialenosf medzi bodmi je Al =
=1y—1 (obr. 1). Normovana korela¢na
funkcia vyjadruje tesnost vazby (silu za-
vislosti) medzi vSetkymi moznymi bodmi
na zobrazenom profile, ktoré su od seba
vzdialené o dizku Al

Hodnoty p (Al) sa pohybuji v medziach
+1. Ak p(Al) = %1, potom ktorykoIvek
bod A na profile jednoznaéne uréuje po-
lohu bodu B, ktory je vzdialeny od A

S s O
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-
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Obr. 1. Grafické zobrazenie realizacie nahod-
ného procesu
Fig. 1. Graph of random process realization

o Al. Z toho vyplyva, Ze normovana kore-
la¢na funkcia pre Al = 0 je rovna jednej.
Cim mensia bude hodnota p (Al) pri da-
nom Al, tym mensia bude zavislosf medzi
bodmi, ktoré su vzdialené od seba o dizku
Al. Ak p(Al) =0, potom poloha bodu B
nezavisi od polohy bodu A, ked vzdiale-
nost medzi bodmi je Al

Uvedené zdkladné pojmy tedérie nahod-
nych procesov mézeme aplikovat na vy-
sledky geologického prieskumu lozisk ne-
rastnych surovin. Prakticky TIubovolny

parameter loziska sa v priebehu jeho sku-
mania nemeni a je dany geochemickym
polom alebo funkciou, ktorej hodnota
v TubovoInom bode a ¢ase zostava rovna-
ka. Takéto geochemické pole alebo funk-
cia rozlozenia parametra loziska sa vy-
znac¢uje zakladnymi vlastnosfami stacio-
narnej ndhodnej funkcie.

Nie je fazké presved¢it sa o tom, Ze
rozlozenie parametrov loZisk nerastnych
surovin mozno skumaf ako nédhodny pro-
ces (ndhodnu funkeciu).

Predstavme si, Ze mame niekolko reali-
zacii funkcie rozlozenia parametra loziska
v urcitom banskom diele, napr. profily,
ktoré by sme ziskali zo vSetkych Syroch
stien banského diela tou istou metdédou a
tym istym sposobom vzorkovania alebo
napr. radiometrickym vzorkovanim ban-
ského diela s automatickym zéapisom, kto-
ré by sme vykonali niekolkokrat. Krivky
takychto realizacii budu oscilovat okolo
nejakej krivky, ako u ndhodnych funkecii
osciluju roézne realizacie okolo strednej
krivky.

Niektori autori (Borovko, 1966; Cetve-
rikov, 1968; Rac, 1968) poukazuju na to,
ze tvar krivky zmeny parametra loZiska
v banskom diele zavisi od charakteru
premenlivosti parametra, ale aj od metod
vzorkovania, geometrie vzoriek, ich roz-
miestnenia a orientacie, hustoty vzorko-
vania, polohy pociatoéného bodu, dlzky
intervalu odberu vzoriek a pod. To zna-
mena, ze v zavislosti od podmienok a me-
tédy vzorkovania méZeme ziskaf pre jed-
no a to isté banské dielo rozne profily
a teda aj rozne realizdcie funkcie rozlo-
zenia skumaného parametra. Na obr. 2 je
profil obsahu Fe na 1. horizonte istého lo-
ziska, o ktorom sa e$te zmienime. Cisla-
mi 1 a 2 su oznafené moZné realizicie
funkcie rozloZenia obsahu Fe v zavislosti
od polohy pociato¢ného bodu vzorkovania
cez dva intervaly (teda aj dve realizacie)
a ich prislu$néa stredna krivka m,. Vidief,
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Obr. 2. Grafické zobrazenie obsahu Fe na 1. horizonte a dve mozné realizicie cez
dva intervaly vzorkovania. Vysvetlivky ako pri obr. 4

Fig. 2. Graph of the Fe content on the 1st horizon and two possibilities of realization
through two intervals of sampling. EXplanation see Fig. 4

Ze krivky nie si velmi odliSné a vykazuju Zenia obsahu Fe cez tri intervaly s réz-
pomerne maly rozptyl okolo krivky m,. nym poc¢iatkom vzorkovania (celkom tri
Na obr. 3 je ten isty profil. Cislami 1, 2 realizicie), ako aj m, tychto realizacii. Na
a 3 su oznafené mozné realizdcie rozlo- obr. 4 je opdf rovnaky profil a ¢islami 1,

Y%Fe

Obr. 3. Grafické zobrazenie obsahu Fe na 1. horizonte a tri mozné realizdcie cez tri
intervaly vzorkovania. Vysvetlivky ako pri obr. 4

Fig, 3. Graph of the Fe content on the 1st horizon and three possible realization
through two intervals of sampling. Explanation see Fig. 4
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2, 3 a 4 su oznacCené mozné realizacie roz-
loZzenia Fe v 4 intervaloch s réznym po-
¢iatkom vzorkovania a im prisluchajica
m,.

Z obr. 2—4 vidiet, ze pri tych istych
podmienkach vzorkovania sa moZné rea-
lizacie rozloZenia parametra v banskom
diele znacne liSia, ale rozdielne su aj ma-
tematické nadeje tychto realizacii. Zvic-
Sovanim intervalu vzorkovania, t. j. zvy-
Sovanim poc¢tu moznych realizacii rozlo-
Zenia, sa stredna krivka stava plynulejSou
a predstavuje tu krivku, ku ktorej sa
musi blizif skutoéna krivka rozlozenia pa-
rametra a ktoru ziskame vyrovnanim re-
prezentativnej realizdcie pomocou Statis-
tického klzavého okna. Skutoéna krivka
rozloZenia parametra sa charakterizuje nie
jednou realizdciou, ale suborom moznych
realizcii, tak ako je svojimi realizdciami
reprezentovand nahodna funkcia.

Pretoze tvar moznych realizacii zavisi
od podmienok vzorkovania, od nich bude
zavisiet aj tvar skutoénej funkcie rozlo-
Zenia parametra loziska. Z toho vyplyva,

Obr. 4. Grafické zobrazenie obsahu Fe na 1. horizonte a $tyri moZné realizacie cez
Styri intervaly vzorkovania. 1 — rozlozenie Fe v pévodnych vzorkach; 2 — X (1);

Fig. 4. Graph of the Fe content on the 1st horizon and four possible realizations
through four intervals of sampling. 1 — Fe distribution in original samples; 2 —
X D:;3—xD;4—x3(0);5—x,():6— my

ze jeho skutoéna funkcia je relativny
pojem, ktory ovplyviiuju podmienky vzor-
kovania. Pod skuto¢nou funkciou (kriv-
kou alebo plochou) rozlozenia parametra,
podla analégie s definiciou n&hodnej
funkcie, treba chapaf nie konkrétnu rea-
lizaciu, ale cely subor moznych realizacii
parametra pri urc¢itych podmienkach vzor-
kovania, t. j. krivky m,.

Z uvedenych ukazok mozno jednoznac-
ne prehlasif, Ze rozloZenie parametra lo-
ziska nerastnej suroviny mozZno skumat
ako nahodny proces.

Ergodickosf rozlozenia parametra loziska

Ako sme uz uviedli, ak si splnené pod-
mienky v bodoch 1—3, je uvaZovany pro-
ces stacionarny. Pre takéto procesy

L
l-m".— S elal)d al=0

lL—ew N

plati ergodicka veta, podla ktorej strednu
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hodnotu a korela¢cnu funkciu je mozné
odhadnuf z jedinej realizacie na dosta-
toéne veikom useku L. To znamena, ze
pre stanovenie strednej hodnoty kovna-
tosti a pre urcenie korela¢nej funkcie sta-
¢i mat jediny, dostato¢ne dlhy profil.
Inymi slovami, pre zvoleny profil bude
poloha strednej ¢iary a prislusna kore-
la¢na funkcia rovnaka pre vSetky mozné
zobrazované profily toho istého loziska.
Jedinou podmienkou je, aby sa kovnatost
sledovala na dostatoéne dlhom useku L.
Plati tu teda

L
E[X(l)lzl-m1T S X(1)dl =my )
0

L

L
S[X(l]-m,] [X(l+AL)-my]dl
elal=tim2 :

L=

T 12)

§ tx-m2al
0

Ak pri Al - o funkcia p (Al) nekon-
verguje k nule, ale k neiakej konstantnej
hodnote, potom je sice ndhodna funkcia
staciondrna, ale nie ergodicka.

V praxi sa integraly v rovniciach (1)
a (2) zamiedaju koneénymi suctami

n
mx=%‘zx(li] 3
i=1
n-al
A>T Ix(-med Dx(1+81)-my]
alay—! @)

n
£S5 txl-me
=1

kde m, je poradnica strednej ciary, t. j.
strednd hodnota, ktora sa wvypocita zo
vSetkych n-pozorovanych hodnot.

Vypocet korela¢nej funkcie sa vykona-
va pre Al=0, 1, . po také hodnoty
Al, pri ktorych je korelaéna funkcia rov-
na nule alebo za¢ina nepravidelne oscilo-
vaf okolo nuly.

Stredna ¢iara pre dany zobrazeny pro-
fil sa definuje tak, Ze: 1. na celej dlzke
zobrazeného profilu je rovnobezna s osou
L: 2. rozdeluje zobrazeny profil tak, ze
sucet Stvorcov odchylok tohto profilu od
strednej ¢iary je minimalny (obr. 5).

— x(£)
S P\ =

Obr. 5. Realizacia stacionidrneho nahodného
procesu s vyznacenim strednej Ciary my

Fig. 5. Realization of stationary random
process with marking of the central my line

Na zaklade tychto podmienok pre po-
radnicu strednej ¢iary plati

L
me == [ xta  (s)
0

a pri splneni druhej podmienky

L

&[X(l) -mye2?dl = min
n

Ak ma byf tato podmienka splnena, po-
tom

L

S[x(l)-m,]’dho
4]

d
dmx

Ak vykoname naznaéeny ukon, dostane-
me

|
I[x(l)‘m,]dizc
n

e
Mx = -

ocr-
x
2
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¢im sme potvrdili, Ze poradnica m, defi-
novana rovnicou (3) vyhovuje prvej aj
druhej podmienke a jej odhad je rovny
strednej hodnote zo vSetkych hodnét pri-
slusného profilu.

Vyskum zakladnych charakteristik funkcie
rozloZenia Fe v lozisku

Ulohou vyskumu bolo preverif, ¢ su-
hrn moznych zobrazenych profilov obsahu
Fe predstavuje stacionarny nahodny pro-
ces a ¢i pre neho plati ergodicka veta.
Vyskum sa vykonaval na lozisku, ktoré
tvori v podstate mohutny Zilnik, sklada-
juci sa z radu paralelnych il a ziliek,
ktoré su pri povrchu vzdialené od seba
200 i viac metrov. Zily nie su savisle vy-

vinuté na celej tektonickej linii, ale tvoria
zrudnené Useky (SoSovky, rudné stipy)
s rozliénou dlzkou a hibkou.

Rudna vypli sa sklada predovsetkym
z hlavného mineralu, hrubokrystalického
sideritu, v ktorom su nerovnomerne roz-
miestnené sulfidy, a to najméa chalkopyrit,
pyrit, tetraedrit, arzenopyrit, pyrotin a mi-
neraly sulfosoli Bi. Kvalita rudnej vyplne
sa so vzrastajucou hlbkou meni, a to
v prospech Cu. Lozisko sa podrobne pre-
skumalo systémom horizontdlnych ban-
skych diel, ktorymi sa sledovala smerova
dizka zil, ako aj maximalny dosah zrud-
nenia v hilbke. Jednotlivé horizonty boli
vo vzdialenosti 50 m poprepdjané komin-
mi.

Vzorkovanie sa v banskych dielach vy-
konavalo zdsekovym spdsobom kolmo na

Viypocet korelaénej funkcie rozloZenia obsahu Fe na 1. horizonte
Calculation of correlation function of iron content distribution on the 1st level

Tab. 1
g Fx? _—_f(l,:_g 8 6i.0i+1 | 8i.0ito | Gi.0i4+3 | 0i.0i+4 | 0i.0its
1. 43,70 2,44 5,953 ;
2. 38,65 | —2,61 6,812 | —6,368 |
3. 35,85 | —541 29,268 | 14,120 | —13,200
4. 42,50 1,24 1,537 | —6,708 | —3,236 3,026
5. 45,02 3,76 14,137 4,622 | —20341| —9,814| 9,174
6. 51,17 9,91 98,208 | 37,261 | 12,288 —53,613 | —25,865 | 24,180
|
|
49. 41,35 0,09 0,008 | —0,047 | 1,266 —0,012] —0,387 —0,062
43, 3752 | —3,74 13.987 | —0330 | 1,982 | —52,622 0,486 | 16,082
¥ 0,0 ‘331,117 | 130,363 1—152,6 —21325 |  64,935| 90,034
% =41,26 —|
Al 0o | 2 3 4 5
k (Al) = Z/n — Al 19,328 | 3104 | —3,723| —5,331 1.665| 2,369
0 (Al) = k (Al)/s? 1,000 0,161 } —0,193| —0,276 0,086 0,126
. |
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smer rudného fahu (Sirka zaseku 10 az L S o B
- - .. wr . o~
13 em, hibka 5—10 cm). Pri véésich moc- 2 al 5 8 o5 2
. . — S 3 . 3
nostiach ako 1,5 m sa vzorkovanie vyko- & CI’ = °| CI’ =
navalo segmentovanim na useky do 1 m. (=
Frekvencia vzorkovania na 4 m sa stano- \ s o = ©la o
= . . B 5 2 94 pre
vila s ohladom na premenlivost zloZky ol o & = S =
T T T T
Autokorela¢né funkcie rozlozenia obsa- ‘ »
v . . | e b ==} O -
hu Fe sa vypo¢itali na 4 horizontoch. Vy- | = @ 3 288 3
brali sa z nich tie ¢asti, na ktorych sa d 1 ®F F = < =
vzorkovanie vykonalo s rovnakou frek- Nﬁ_‘;;,,, o I
venc1f>u. ‘S’prav1dla '1de o use.k{'Z ktor? sa __; I 2 8 o 5= 2
nachadzaju v centralnej casti zily. Vypo- el S 3 3 =z Z* al =
Get autokorelaénych funkcii sa vykonal g 3 | T |s
: pF ] BN
podla schémy v tab. 1, v ktorej je uve- S o 3
. . x 2 : A o3 ) N + oo © o — T3
deny vypocet korela¢nej funkcie rozloze- k-:g ool 2 B = glg |g| &
nia Fe na 1. horizonte. Hodnoty autokore- £3% E ‘ ‘I’ T CI’ S|l 5 &
la¢nych funkcii na jednotlivych horizon- >§: sl " s
toch su v tab. 2 a ich grafy na obr. 6a, = ol s 2 = cole |8] 8
I < ) S8 8 22 1] &
3 1 - ] = il © "~
b, €, d. V'tab. 2 §u tiez hodno’cy'v sumarnej T v & 3 3 IS |a| <
korela¢nej funkcie v smere loziska, ktoré 3~ |[Z| [T 1T |=| |
- . \"~  cm— =
sa vypocitali podla vztahu a3 3 1 §
| b
vea [ 2 8 8 ¢ |8 8
& i ~ T e Pel 2 2 2 g2 |§]| &
=23 S S o Sl o
i o - ' 1 S-S =
els =[5 1 Z 8 Sium| Sz ® 5% | £ T T 77 °
=1 s | &l — ot
l S © o o = b
y . < - = 1 E & X A8 =)
1, ...: d — je pocCet banskych .5 =& lw| & & & =& |3]| 8
: . . 838 s o S ole |2 —
diel; m = 0, 1, ... — je vzdialenost S [ T S
medzi vzorkami v jednotkach intervalu ,S,E [ = »§
vzorkovania Al; i = 1, 2, ...; n-m — je =8 ‘ 22 2 s v 8
N . a2 ]| = S ESIR= = S
pocet vzoriek v banskom diele; N — po- =% { S o o so |82 °
v . = .
Cet vzoriek celkom. 28 | ! I =
Korelogram korela¢nej funkcie rozlo- % | 2 8 5 gls _§ 2
w . - . | @
zenia Fe v smere loziska je na obr. 7. > | 4]l 2 8 8 2|5 S|
, o ) s & o Sl || <
Po uklone loziska sa vybrala jedna rea-
lizdcia, z ktorej sa vypocitala korela¢na
funkcia. Jej hodnoty su uvedené v tab. . R S =i
- & =] 4 <t | -
2 a korelogram je na obr. 7. Sl € &+ S ¥ =
. . . . 5 o= = I < y
Napriek nie hladkému priebehu empi- | wE
rickych korela¢nych funkcii (obr. 6 a 7), g v
” : > - . - ” ) =
ktory je moZné vysvetlif nedostatoénym 1= S 8 8 ] 5g o
- , . . g v - ] ¢
po¢tom pozorovani, je vidief, ze vo vset- ¥ 8 % 8 :: =
kych pripadoch ide o jeden a ten isty typ ,’ £o
korela¢tnej funkcie, ktory mozeme vy- 5 12 2 8 g%, 2
jadrif rovnicou T s & = o|l9E ;
=9 d o o olEQ [
a*(al) = e-«l81 (7) | g9 | € < = <£| 33
|08 | & o 5 @~
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v tom pripade, ak empiricka korela¢na
funkcia konverguje pri Al - oo k nule,
alebo

@*(al) = e8¢ ()

ak empirickd korela¢na funkcia konver-
guje k nejakej, nie nulovej konstante.

Z korelogramov (obr. 7). ktoré su re-
prezentativnymi korelaénymi funkciami
rozlozenia obsahu Fe v smere a uklone
loziska, nemozno jednoznac¢ne hovorit
o konvergencii korelacnych funkcii k nule
a teda o stacionarnosti procesu s ergodic-
kou vlastnosfou. Spravnu odpoved mozno
ziskat vypoc¢tom parametrov ¢ a ¢ rovnic
(7) a (8) metédou najmensich Stvorcov.

Uloha urcenia parametrov ¢ rovnice (7)
sa riesi nasledovne: zvolime niekolko hod-
noét ¢ a pre kazdu z nich vypoéitame sa-
cet Stvorcov odchylok empirickych hod-
nét korelac¢nej funkcie p (Al) od teoretic-
kych hodnét korela¢nej funkcie p* (Al),
ktory oznaéime X(«). Z hodnot X(wx) zo-

Mineralia slov., 17, 1985

strojime graf v pravouhlom systéme su-
radnic, pricom na os x vynasame hodno-
ty « a na os y hodnoty Y («). Hodnota «,
pre ktoru krivka X(«) dosahuje minimum,
je najpravdepodobnejsou hodnotou hlada-
ného parametra «.

Urcenie parametra « a c¢ rovnice (8)
sa rie$i analogicky. Zvolime niekolko dvo-
jlc @, ¢, pre ktoré vypocitame sucet
Stvorcov odchylok empirickych hodnét
korelacnej funkcie p (Al) od teoretickych
hodnét p*(Al), ktory ozna¢ime X(a). Vy-
sledkom vypoc¢tu je graf suctu Stvorcov
odchylok, z ktorého odé¢itame najpravde-
podobnejsiu dvojicu hladanych parame-
trov «# a ¢, v zmysle poziadavky metdédy
najmensich Stvorcov.

Vzhladom na znacény objem vypocto-
vych prac, uvadzame vypocet parametrov
korela¢nej funkcie rozloZenia obsahu Fe
po uklone loziska. Vypocet je v tab. 3,
atopric=0aeg= 06:07:08: 09
a 1,0. Vysledkom je graf (obr. 8), z kto-
rého vyplyva, Ze najpravdepodobnej$imi

Qal) glal)
10 a 1,0
08 1. horizont 08 2.horizont
0,61 06
Qe 04
02 02
M 4t
*0 *0 T
. 6 8 2 2 Wn 12
-02 -02

clal) elal)
10 c 10
Q8 3 horizont 08 4. horizont
064 06
041 n
02 02
+0 N\ . / — & 0
1 \2/ w 8 10 12 2 \e
02 02

Obr. 6. Empirické korela¢né funkcie

rozlozenia obsahu Fe na Styroch
at horizontoch

Fig. 6. Empirical correlation func-

tions of the Fe content distribution

on four horizons
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104 &(al) 104 @(82)

08 V smere loZiska 084 Po Uklone loZiska Obr. 7. Sumarne empirické
korelacné funkcie v smere a
po uklone loziska s vyznace-

06 06 nim teoretickych korelaénych
funkeii p+(Al)

ot o4 Fig. 7. Summary empirical

| e’(A'l)-e-(M)-qu d’(M)—e—Q“eé,)ozs correlation functions in the
direction and dip of the de-

02 o posit ore body with marking

1 of theoretical p+(Al) correla-

20 1 0 tion functions

* 2 ' 6 8 0 at-. 2 3 6 8 nal

hodnotami hladanych parametrov su
¢ = —0.025a ¢ = 0.8.

Tym istym sposobom sa vypocitali aj
parametre pre korela¢nu funkciu rozlo-
zenia obsahu Fe v smere loziska s vy-
sledkami ¢ = —0,05 a « = 1,0. Teore-
tické hodnoty korela¢nych funkecii je moz-
né napisat rovnicami

Q'(al) = e- (810 . 005 v smere \o%iska

@*(al) = e"9%8)_ 9025 po dklone lofiska

Ich grafy su na obr. 7. Tieto rovnice
umoznuju vyslovif velmi doélezity zaver:

Z (o)

9.10'
08 4
07 4

0,6

06 08 10 of

Obr. 8. Grafické zobrazenie suctov X («) pre
uréenie parametrov « a c¢ korela¢nej funkcie
rozlozenia obsahu Fe po uklone loziska podla
tab. 3

Fig. 8. Graph of X (#) sums for the deter-
mination of « and ¢ parameters and correla-
tion in the dip of the deposit ore body after
Tab. 3

rozlozenie obsahu Fe v oboch zdkladnych
smeroch loziska moZno povazovaf za sta-
cionarny nahodny proces, ale tento sa ne-
vyznacuje ergodickou vlastnosfou, pretoze
korelacné funkcie nekoreluju k nule, ale
k vypocitanym hodnotam c. Pri¢ina neer-
godickosti nahodného procesu rozlozenia
obsahu Fe moze byf sposobend tym, Ze
v jeho roziozeni sa vyskytuje dalSia zloz-
ka, reprezentovana obycajnou nahodnou
veli¢cinou s matematickou nadejou a dis-
perziou, ktoré spoésobuju to, ze kazda rea-
lizacia rozlozenia obsahu Fe svojim cha-
rakterom bude sa odlisovat od ostatnych
a bude sa vyznacovat inou strednou hod-
notou v zavislosti od toho, aku hodnotu
prijala ndhodna veli¢ina. Inak povedané,
rozlozenie obsahu Fe nemozno v tomto
pripade povazovaf za tzv. normilny —
gaussovsky, stacionarny proces, lebo je
vnutorne nerovnorody a tato nerovnoro-
dost sa vo viacse] miere prejavuje v sme-
re loziska, ako po uklone. Miernejsi uby-
tok korelacnej funkcie rozlozenia Fe po
uklone loziska poukazuje tiez na to, Ze
tesnost vidzby medzi susednymi hodnota-

ziska.
Zaver
Podla vysledkov vyskumu zakladnych

charakteristik rozloZenia obsahu Fe, ale
aj prac zahraniénych autorov (Bukrinskij,



Vypocet parametrov korelacnej funkcie a suctu Stvorcov X(e) pri c=10
Calculation of parameters of correlation function and of sum of squares X(«) atC =0

Tab. 3
emp. p= ] — 2 2
a=06 | Al A =07 |Al A A
. hpo?fl(;ty e-c 18Il (2) — (3) (4)* e-c1all |(2) —(6) (m* (10)?
) o |l e | el e | e | ®) (11)
1 0,436 = 0549 | 0113 0,012769 0,497 | 0,061 0,003721 0,000169
5 0,089 | 0301 | 0212 0.044944 0,247 | 0,158 0,024964 0,012769
3 0,165 | 0165 | 00 0.0 0122 | 0,043 0,001849 0,005686
1 0,105 | 0,091 | 0014 0,000196 0,061 | 0,044 0,001936 0,004096
5 —0,026 | 0050 | 0,076 0,005776 0,030 | 0,056 0,003136 0,001936
6 —0,065 | 0,027 | 0,092 0.008464 0,015 | 0,080 0,006400 0,005329
7 —0,003 | 0,015 | 0,018 0,000324 0.007 | 0,010 0,000100 0,000049
8 0,034 | 0,008 | 0026 0,000676 0,004 | 0,030 0,000900 0,001024
9 —0,052 | 0,004 | 0,056 0.003136 0,002 | 0,054 0,002916 0,002809
10 0,066 | 0,002 | 0,064 0,004096 0,00 | 0,065 0,004225 0,003969
2 (@] 0,080381 (| 0050147 0,037836
=09 | Al A? a=10 | |Al A?
e-c 18l [(2) — (12) (13)? e-c 181l |(2)—(15) (16)?
a2 | ay (14) a5 | a6 an
0407 | 0,029 0,000841 0,379 | 0,057 0.003249
0,165 | 0,076 0,005776 0,135 | 0,045 0,002116
0,067 | 0,098 0,009604 0.050 | 0,115 0,013225
0,027 | 0,078 0,006084 0,018 | 0.087 0,007669
0,011 | 0,037 0,001369 0,007 | 0,033 0.001089
0,005 | 0,070 0,004900 0,002 | 0,067 0,004489
0,002 | 0,005 0,000025 0,001 | 0.004 0,000016
0,001 | 0,033 0,001089 0,000 | 0,034 0,001156
0,000 | 0,052 0,002704 0.000 | 0,052 0,002704
0,000 | 0,066 0,004356 0,000 | 0,066 0.004356
T 0036748 X (| 0040069

C86I ‘LT “Qols DUYDLULIAT
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1966; Borovko, 1971; Rac, 1968) mozeme
pri S$tadiu rozlozenia parametrov lozisk
nerastnych surovin pozorovat niekolko
typickych korelogramov (obr. 9):

clal)

elad

‘o
-4
9

Obr. 9. Korelogramy niektorych typickych
korela¢nych funkeii
Fig. 9. Correlation graphs of some typical co-
rrelation functions

1. Ak sa ndhodna funkcia X (I) meni
presne periodicky a ma konstantnu ampli-
tadu a dlzku vlny 2, korelogram bude
sinusoida (obr. 9a). Tento pripad je pri
hodnoteni parametrov loZisk nerastnych
surovin velmi zriedkavy.

2. Ak nadhodnad funkcia vykazuje iba
nahodné oscilacie, potom korelogram ma
tvar zobrazeny na obr. 9b, a prislusna
korelacna funkcia moéze byf aproximo-
vana funkciou (7). Ubytok korelaénej

funkcie je podmieneny charakterom (vnu-
tornou Strukturou) ndhodnej funkcie. Ak
sa nahodna funkcia meni velmi rychlo,

prejavi sa to aj v rychlom ubytku
korelaénej funkcie a naopak. Plynula
zmena nahodného procesu sposobuje

mierny ubytok korela¢nej funkcie. Tento
pripad odpoveda normaélnemu, gaussov-
skému, ndhodnému procesu, ktory sa tiez
vyznacuje ergodickou vlastnosfou, t. j.
takému procesu, ktorého kazdy rez moz-
no povazovaf za ndhodnu veli¢inu rozde-
leni normalne. Uvedeny korelogram
bude charakteristicky pre parametre
tych lozisk, na ktorych sa pri Statistickom
spracovani vysledkov vzorkovania potvrdi
normalne rozdelenie skumanych para-
metrov.

B 27 om 3 W a g 5 55 %Fe

Obr. 10. Histogram a teoretickd frekvenc¢éna
krivka normadlneho rozdelenia obsahu Fe
Fig. 10. Histogram and theoretical frequency
curve for normal distribution of Fe content

Podkladovym materidlom pre Stu-
dium zdkona o rozdeleni obsahu Fe na
uvedenom lozisku bolo 670 vysledkov
analyz zasekovych vzoriek, ktoré tu odo-
brali v priebehu geologického prieskumu.
Triedenim vysledkov analyz do d&iastko-
vych intervalov s velkosfou 2 9, Fe sa
ziskal varia¢ny rad rozdelenia obsahu Fe
(tab. 4, obr. 10). Vzhladom na to, ze
histogram vykazuje dosf vyznamnu sy-



Tabulka rozdelenia obsahu Fe,
vypocet éiselnych charakteristik
a teoretickych pocetnosti

Table of iron content distribution, calculation
of numerical characteristics and of theoretical

frequencies
Tab. 4
P.& x: n; t 1+() n';
o @ 3 @ (5) ® |
1. |24, 6 | —2,773 | 0,0213 2.26
2. |26 13 | —2,375 | 0,0596 6,33
3. |28 17 | —1,977 | 0,1417 15,06
4. |30 21 | —1,579 | 0,2870 30,50
5. |32 30 | —1,182 | 0,4973 52,85
6. |34 69 | —0,785 | 0,7348 78,10
7. |36 83 | —0,387 | 0,9278 98,61
8. |38|149 0,0107 | 0,9999 106,27
9. |40|153 0,408 | 0,9186 97,63
10. (42| 75 0,806 | 0,7232 76,86
11. |44 14 1,204 | 0,4850 51,55
12. [46]| 9 1,601 | 0,2776 29,50
13. |48| 11 1,998 | 0,1355 14,14
14. |50 6 2,396 | 0,0567 6,02
15. |52 6 2,794 | 0,0200 2,12
16. |54 4 3,191 | 0,0062 0,65
17. |56 4 | 3589 | 00016 0,17
s | |ew | ! 668,65

m, = —0,026866; m,= 6,328358; m,= 2,41791;
m; = 190,071642

ur=6,3276; u3=2,927926; u; = 190,358893;

A =0,184; ¢ = 1,754

x=237,946 Fe; ¢ =5,02; v=132 9;
oa=0,094; 0 = 0,189
=928 >3 . =1,95 < 3;
GA Og
670

nj= L+ (1) = 106,28 . £+ (1)

2,515. 2,506

metriu, za aproximacény model empiric-
kého rozdelenia sa zvolilo normalne roz-
delenie. Vypocet ¢iselnych charakteristik,
teoretické pocetnosti n’; normalneho roz-
delenia, ako aj vypocet testovacich krité-
rii normality su v tab. 4. Pociatoéné mo-
menty sme vypocitali podla vSeobecného
vzorca
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K
2 X

m
pridom

kde x, je pociatotna hodnota, ¢ je Sirka
(velkost ciastkového intervalu, n — pocet
vSetkych pozorovani, n; — pocetnosti
v ciastkovych intervaloch, k — pocet
¢iastkovych intervalov.

Volbou h = 1, 2, 3, 4 dostaneme pri-
slusné pociatotné momenty m;—my,
z ktorych sa vypoditaju centralne mo-
menty w2 — u4 podla vztahov znadmych
z ucebnic matematickej Statistiky.

Vypocet teoretickych pocetnosti ni je
v stlpci 6 podla vzfahu

n; = no. f*(t) (10)

pricom

Konec¢né testovanie normality sa vyko-
nalo previerkou dvoch nerovnosti:
[Z-]<3 o [&]<3 m
kde A je asymetria, ¢ je miera strmosti
(exces) a 0,4, resp. g. su ich stredné kva-
dratické odchylky. Vypocet tychto cisel-
nych charakteristik sa vykonal podla
tychto vztahov:

. M3 6

A = : GA“Vn
(12)

.| 4

&__%_ 3 G’:"v—"a"\::

Vsetky uvedené ciselné charakteristiky sa
v tab. 4. Vzhladom na to, Ze z nerovnosti
(12) sa splnila iba jedna, sme opravneni
prehlasif, Ze normaélne rozdelenie nie je
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vhodnym modelom empirického rozdele-
nia. Mézeme ho sice povazovat za sy-
metrické, ale jeho strmost je vicésia ako
strmost teoretického normaéalneho rozdele-
nia. Prave to je pri¢inou, Ze korela¢né
funkcie s rastucim Al nekonverguju k nule,
ale k istym konstantam c. Akakolvek od-
chylka od normaliy sa prejavi tym, ze ko-
relaénd funkcia nebude konvergovat
k nule, ale k nejakej nenulovej konstante
a proces rozloZzenia skiimaného parametra
sa nebude vyznacovaf ergodickou vlast-
nosfou. Tento pripad, ako ukazuju aj do-
siahnuté vysledky, je na loziskdch nerast-
nych surovin velmi ¢asty.

3. Ak nahodny proces X (1) bude vy-
kazovaf nahodné i periodické oscilacie,
t. j., ak v Strukture ndhodnej funkcie sa
vyskytne nejaky prvok periodickosti,
bude mat korelogram tvar (obr. 9c¢), kto-
ry je mozZné aproximovaf priblizne
funkciou:

@*(al) = e<tan coseodl  (13)

Uréenie prevladajucej vlnovej dlzky A
v smere X (1) mozno vykonaf niektorym
z pribliznych vzfahov

A~4 ) alebo)d = 2 )y alebo A =~ A3,

kde Ay je useCka prvého prieseénika ko-
relogramu s osou usediek, Ay je usecka
prvého zaporného minima, A3 je usecka
nasledujuceho kladného minima korelac-
nej funkcie.

Tento pripad sa pri hodnoteni para-
metrov lozisk nerastnych surovin vysky-
tuje velmi ¢asto a odpoveda tieZ normal-
nemu staciondrnemu procesu s ergodic-
kou vlastnosfou.

Vyuzitie ndhodnych funkecii pri inter-
pretéacii rozlozenia parametrov lozisk ne-
rastnych surovin a z nej vyplyvajucich
charakteristik je v poc¢iatoénom §tadiu
rieSenia. Objasnif vSak treba do akej mie-

ry su pozorované hodnoty parametra vy-
sledkom nahodnych a zdkonitych variécii
a kde sa nachadza hranica medzi tymito
zlozkami. Neobyc¢ajna zlozitost prirodnych
podmienok lozisk nerastnych surovin
zna¢ne komplikuje matematicky aparat a
stazuje matematicku interpretaciu rozlo-
7enia parametrov lozisk v priestore. Na-
priek tymto fazkostiam umoznuje teéria
nahodnych funkcii riesit niektoré velmi
vazne ulohy geologického prieskumu. Ide
o ulohu prekroc¢enia urovne alebo urcenie
pravdepodobnosti  vyskytu extrémnych
hodnét parametra loziska, stanovenie mi-
nimalnej realiziacie L, nutnej pre urcenie
strednej hodnoty parametra loziska s vo-
pred pozadovanou presnostou a optimali-
zaciu hustoty vzorkovania s ohladom na
charakter ndhodného procesu.

Je nesporné, Ze teéria nahodnych funk-
cii uz dnes umoznuje ziskat cenné infor-
macie o rozlozeni parametrov lozisk ne-
rastnych surovin v priestore, a tym efek-
tivnejsie vyuzif ziskany materidl geolo-
gického prieskumu.

Recenzoval C. Schejbal
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Application of the theory of random functions
in the characterization of the spatial distribution of some
orebody descriptors

JAN DRABANT

In the introductory part the author shows
that the variation of the mineralization or
the content of the desirable (ore) and
undesirable (waste) components of the deposit
can be considered to be a random process,
the basic characteristics of wich are the
expectation my, dispersion Dx and the corre-
lation or normalized correlation function.
Further, the concept of stationarity an
ergodicity is explained. It is shown that the
mean value and the correlation function can
be assessed on the basis of one set of data,
provided the specimens are collected on a
sufficiently long wall.

The basic properties of the random func-
tion were tested on data from an iron ore
deposit. The correlation functions for the
spatial distribution of Fe content were cal-
culated on 4 horizons. This yielded the repre-
zentative correlation function in the direction
of the major axis of the orebody (Tab. 2,
Fig. 7). From another set of measurements
the correlation function along the dip of the
orebody was calculated (Tab. 2, Fig. 7). As
the correlation functions do not converge to
zero, but to a constant ¢, the correlation
function is interpreted by equation (8). Para-
meters alpha and c¢ are determined by
graphical analysis using the least square
method (Tab. 3, Fig. 8). From the character
of the correlation functions it is deduced
that the distribution of Fe in both the basic
extensions of the orebody could be considered

to be a stationary random process, wich,
however, is not ergodic. The distribution of
the Fe content cannot be considered to be
a Gaussian stationary process, because it is
internally heterogeneous. This heterogeny is
more prominent in the direction of the major
axis of the orebody than dipwise. The slower
decrease of the correlation function in the
direction of the dip shows that in this direc-
tion the mutual connection of the Fe-content
data is greater than in the direction of the
major axis.

In the final part of the paper some corre-
lation functions are shown which were found
to be significant during the investigation of
the distribution character of the considered
parameters describing the orebody. The con-
vergence of the correlation functions to
constant c¢ is explained by the deviation of
the Fe-content distribution from the Gaussian
one. The Fe content of 670 samples were
tested for normality. The experimental distri-
bution was approximated to a Gaussian one
(Fig. 9, Tab. 4), and the appropriate coeffi-
cients and theoretical frequency data were
calculated for the chosen intervals. Inequality
(11) was used for the test of normality. It
was found that the tested distribution was
symmetrical but was leptocurtic. The appli-
cation of the theory of random function was
found to be of great value for the evaluation
of the studied analytical data.

Prelozil G. Timcak



